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MULTIMEA NUMERELOR REALE
1 1 ) OPERA T1I CUNUMERE REALE. ORDONAREA NUMERELOR REALE

Ly ;
Adunarea: este operatia care asociaza la fiecare pereche (x, y) de numere reale, numarul real x + y

numit suma lui x cu y.
Pentru orice numere reale a,b,c au loc proprietatile:
a) a+b=b+a (comutativitatea)
b) (a + b) +c=a+ (b + c) (asociativitatea)
¢) a+0=0+a=a (0 este element neutru la adunare)
d) a+(-a)=(-a)+a=0 (orice numar real g are un opus, notat —a )
2. inmultirea: este operatia care asociazi la orice pereche (x, y) de numere reale, numarul xy numit
produsul lui x cu y.
Pentru orice numere reale x,y,z au loc propriettile:
a) x-y=y-x (comutativitatea)
b) (x:y)z=x (y-2) (asociativitatea)

¢) x-1=1-x=x (1 este element neutru la inmultire)

o ; : . 1
d) x-—=—-x=1, x#0 (orice numar real nenul x , are un invers notat — )
XX x

el x: ( y+ z) =xy+xz (Inmultirea este distributivd fai de adunare)

* Diferenta numerelor x,y este numirul x—y cu proprietatea cad x— y =x+ (— y).
- : : x ; 7
® Daca x,yeR, y#0, sedefineste cdrul numerelor x si y , notat — sau x: Y, cu proprietatea ca
e

X 1
Lo e
i) Y
3. Puterea cu exponent intreg.
e DaciageR, neN' =d"=qa.q; ®=1.
—_—

n ori

e DaciaeR si neN:a"’:-IT

a
e Dacd a,beR si m,neZ, atunci au loc proprietatile:
n a 1 a"
a) a gl =g B @ ) (am) = g™ d) a”"b"'=(ab)m e) (ZJ :b_'l’ b#0
4. Ridicina patrati a unui numir real pozitiv x este numirul real pozitiv, notat ~/x , al carui patrat este
notat cu x.

Reguli de calcul cu radicali. Fie a,b &(0,+0)

: i )
o EBell §oEEE. (Va)"=va" @ efx= Vs €20, 520
Jb \b JePx, c<0, £20

o) V¥ =[x f) Jo=o.
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5. Ordonarea numerelor reale
o a este mai mic ca b(a <b)daca pe axa numerelor punctul A(a) este la stinga punctului B(b).

»  a este mai mic sau egal cu b(a<b)dacd a<b sau a=».

e Dacd q,beR, atunci a<b sau a=»b sau a>b (legea de trihotomie).

e  Proprietdti ale relatiei ‘ < ’ (relatia de ordine pe R )

a) Reflexivitatea: a<a, VaeR.

b) Aantisimetria: a <b, b<a=a=5b.

¢) Tranzitivitatea: a<b, b<c=>a<c.

d) Pentruorice x,ye R=>x<y sau y<x.

e  Alte proprietati:

e) asb=>a+x<b+x, Vab,xeR f) as<b=ax<bx, Va,beR, x20

g a<bh x<0=>ax>bx h) a<b=>-a>2-b
i) Zabb <Jab <2 ; . , Va,be(0,»). (inegalitatea mediilor)
a+

rezolvate

2
a) _7_+£_2 .6E_L. b) (_ij.ﬂzi_(_zf_ 2 i
48 24 4 5 10 4) 11 484 3 9

Solutie  a) Se aduce la acelasi numitor in parantez3 si se introduce intregul in fractie. Se obtine succesiv:
(7 13 3)_&1[7@36)321_—_3321_321 2 1. el

5 o

48 24 4 43 48 48) s 100 4.5 10 3.5 1o 510 10
:—l. b)Avemsuccesiv:(——3—}~&-f§i—(—8)—i-2=—é-i-ﬁﬂg—]=—§.£.i+7=_1
2 7 11::33 9 4 Lokl 3 Ll 3
-3 7
o 7 42 23 9
2. Sd se efectueze:  a) 42-[lj (1] -16°; b) (_Z)_QLEJ :
2 8 3 6 2

Solutic  Folosim operatiile cu puteri cu aceeasi baza.
9 7 4 520 2
2 1 1 5— 22 1 1 45_4 1 1 20_2'2 _2 =
o ¢ (5] {5) 90T g g T e

=030 56 21—6 = % b) Avem succesiv:

ij. 921 .i:(22)76. 921 .i: 212 921 37 :29.37:—31: e
32 (3.2)2 77 2 3292 o7 32.32.22.97 9.3 38 !
3. Sedaunumerele reale: a=1+~/2 +/3; b=4 +/8 —12 si c=32.

Sa se calculeze: a) 2a-b. b) (2a—b)2—c2.

Solutie a) Scriem numdrul b mai simplu scotind factori de sub radical si obfinem: b=2+ s 2x/§ .

Rezulta ci 2a—b=2(1+ﬁ+ﬁ)—(2+2ﬁ—2ﬁ)=2+2J§+2J§—2—2J§+2J§=4J§.
by [2asb} e =(4J§)2—(3J§)2:16~3—9-2=48—18=3o.

4. Sedaunumerele: a=+/5>-5-/18 si b= /(9.4”1);22"+1 +25

a) Sa se scrie sub forma simpla a si b.
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b) Sa se calculeze media aritmetica si media geometrici a numerelor g si b.

Solutie a) a=+/25-5-/18 =20 -/18 =25 -3.2.
i '(9.4n+1):22n+l +2\/§: /32 L9242 . 2n+l +2\/§: 32 . 92n+2-2n-1 +2\/":

=y .2+25=3{2+2J5. b) m,=a+bzzﬁ—3ﬁ+3ﬁ+2*/§=2\/§.

arit 2 2
Moo =ab = [(235 - 32) (245 +342) = (245 ) - (32 )] =20-18 = A2.

: ‘ o . . a+b a* +b°
S. Fie a si b numere reale pozitive. Si se arate ci —2—S e

Solutie  Folosim proprietatea cd daci x,y € (0,00) si x<y atunci x* <% Asadar, ridicim la patrat

2 2 2 2 2 2 2
: b b +2 5 e : :
ambii membrii i obfinem (a +bj o ; =2 : 4+ i <4 ;b . Inmultim inegalitatea cu 4 si

obtinem: a* +5 +2ab < 24’ + 25>, Trecem toti termenii in membrul intai si obtinem succesiv:
2 2 . N 25 Ty
—a® +2ab-b* <0 —(a2 —2ab+ bz) <0< —(a-b) <0. Deoarece inegalitatea obtinuti este adevirati

rezultd ca inegalitatea initiald este adevirata.

2+1\/§+ﬁ si b=(1-+2)(1442) - (v2) .

Soliutic  Aducem numerele a si b la formi mai simpli. Pentru a, amplificam fractiile cu

6. Sa se compare numerele a =

expresiile conjugate numitorilor si obtinem: a = - \/_ 2 \/_ 2-5+2+ \/— 2

=-4,
Zs s 22-5 4
b=(1—ﬁ)(1+ﬁ)—(ﬁ)2=12—(ﬁ)z—z:1—2—2:-3.A$adar,a=—4, b=-3 si -4<-3,decia<b.
7. Daci a,b,ce(0,+oo), sa se demonstreze ca: a) (a+b)(b+c)(c+a)28abc; b)

a*+b* +c* —ab-ac—bc 2 0.
Solutie a) Folosim inegalitatea mediilor: m,, > Myoom- AVEM: a+b 22+ab, b+c > 2/bc,

c+a>2+ca. Inmultim aceste inegalititi de numere pozitive intre ele si se obtine concluzia.
b) Inmultim inegalitatea cu 2 §i formam o sumi de pitrate perfecte. Avem:

24’ +2b +2¢* ~2ab~ 2ac-2bc20 & (a=b) +(a—c) +(b-c)’ 20, adevirata.

S : - BN ok XX X% 1
8. Dacd X;,X;,.., %, €(0,40) i x;+x, +..+x, =1, sdsearatecar 2, %% . %% 1

Xtx, X+x Xty 0
s e : 2x.x X +x 25X, Xy, + X
Solutic  Aplicdm inegalitatea 1,,,,,.ica < My - Avem: =122 <1752, 23 <2 3.
X+ X, 2 X+ 5
20 %0 e e o . Sl XX XoX X%
—L <2 "1 fnsumim aceste inegalitifi si obfinem 2| =2, %% | | %A | X+ X, +
o 2 XN+x X +x b %

+..+x, =1. Impartim cu 2 si obtinem inegalitatea din concluzia problemei.

Exersqre . . . .
1. Fie x=2,7154.. si y=1,4287.... Aflati primele trei cifre dupd virguld ale sumei x+ y .
2. Fie x=2,1468... si y =1,5431.... Aflati primele dous cifre dupa virgula ale produsului xy .

3.  Aflati primele doud cifre dupa virguli ale numarului /2 + NER

Multimi si elemente de logici matematici




4. Aflati primele trei cifre dupa virguld ale numarului % 28

5. Sa se arate ca urmatoarea expresie este patrat perfect: E = (x + 1)2 (xz + 1) v

2 . S& se scrie sub forma de fractie zecimala numerele

6. Se considerd numerele: x = i
10 10

b SR

; 1 3 2
Calculati: x= , V= e .
i el el E R

8. Calculati produsul: P=(1+ 2)(1 " 22)(1 . 2“)(1 . 28)(1 +21")(1+ 232)(1 : 26“) .

T

172-2—170-l+8~i
9. Si se efectueze: 3 12
0,9-0,25
. b c
10. Si se demonstreze egalitatea: : + + =0, ab,ceR,azb#c.
(a-b)(a-c) (b-c)(b-a) (c-a)(c-b)

11. Calculati: E=—5————

: 1
12. Se dau numerele x = \/3- =iy Gl Ardtati ca numarul E = \/5[1 = l] [—— + i] este intreg.
X
13. Aflati x,y € Q pentru care nfi—+1)/ cQ.
5 3
14, Dacd ————=ac R colenlati ~——
% ekl X bl

15.Daca x,y,z sunt numere reale strict pozitive, astfel incat x+y—-z=2 si 2xy — 22 =4, atunci
xX=y=z.
16. Dacid x,y,z,¢ sunt numere reale astfel incit oricare doud sunt diferite intre ele, sd se demonstreze
¥y 2 t Pz
+ + = :
x(x+y) (+y)(x+y+z) (x+y+z)(x+p+z+t) x(x+y+z+0)
Aprofundare ‘“‘ . “

5 2 : 1 .m : B ; - :
17. Sise arate ci numerele rationale — si — , unde m si n sunt prime intre ele, au acelasi numar de cifre
n n

egalitatea:

in perioada.

< L : i 1 1 S 0
18. Si se arate cd oricare ar fi numarul intreg » , suma —+ + se reprezinta printr-o fractie

n n+l n+

n+1

19. Demonstrati c¢d pentru orice x € N, existd y,z € N, astfel incit numarul (x + 1)(y + 1)(2 + 1) sa fie de

periodica mixta. La fel pentru

forma a® cu aeN.

20.Pentrun e N*, fie numarul a=l+L+...+; . Si se determine ne N*, stiindcd ae N.
12142 142+3+..+n

21. Comparati numerele:

a) 3,14254.. si 3,12454...; b) 2,1342... si 2,1382...; ¢) —1,13257876... si —1,13257768....

22. Se dau numerele: 2,61; —3,14; 2,(6); —%.
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a) Ordonati aceste numere; b) Ordonati opusele lor.
23. Se dau numerele reale a = % sib =% :

a) Calculati numerele reale 1—a §i 1-b si apoi comparati-le;

b) Comparati numerele reale a si b.

24, Fie a,beR,, a<b si Amedialor aritmeticd, G media geometrici, H media armonica. Si

se verifice inegalitatile: H < G < 4 (inegalitatea mediilor).

< N . 1
25. Dacd a,b,ceR , astfelincit a+b+c=1, atunci a? + 52 + c? 25 ’

< o . e ; a b ¢
26. Sa se demonstreze ca dacd a,b,c sunt numere pozitive, atunci \/ + \/ + \[ >
b+c c+a a+b
Zoacndicn 2 .
: o L+27 p3r pdr =
27. Fie ne N,n> 2. Demonstrati ca: 2 DG

Ll e
[2" +3”][1+2" +4n

20

k(k+1

28. Fie numarul rational a = E —(—% Demonstraticd a e (2,5)
& (2k +1) 5

29. Daca ae(0,8) demonstrati ca 1+——1— 1+—1— 2—9— .
Ja Beg | 4
Dezvoltare .
d+a® d+b* d+c?
+ >3

30. Daca a,b,c,de(O,oo) sa se arate ca >
d+bc d+ca d+ab

; o c 1
31. Daci aeR si neN aratati ci: a* +a*" '+...+a2+a+1>5.

32. Si se arate cd primele doud zecimale ale numirului v4n* + 1 sunt aceleasi pentru orice numar natural
nx3.
33. Fie a,b,c,d numere reale pozitive, astfel incit abcde =1. Si se arate ci:
2 > 2 2
+b+ b+c+d +d+ +a+b
(axb+cf | (brevd) (evdrel (evardf
2a+3b+4c 2b+3c+4d 2c+3d+4e 2e+3a+4b

‘ : . C 3(n=-1)(n=-2) < 2
34. Fie neN, n>3si xl,xz,x3,...,xneR.Sasearateca:(———:)z(——)‘ e Z (xk+xi+xj)

k=1 1<k<i<j<n

35. Sa se demonstreze cd dacd g, >0,i=1,2,...,n are loc inegalitatea:

NOAG Faa, +..+\la, qa, < n;I(aI +a2+...+an).

36. Aratati ca:
) THrz-t  (Datb>0; b)l+l+lzz(

o+ Xy

1 1 1
+ +
YEpy o axdg

j,(V)x,y,z>0.

37. Daci +/2009 +a ++/2009 + b — 22009 + c;a,b,c¢ > 0, atunci a + b > 2c¢.
38. Fie a,b,c numere strict pozitive, astfel cd ab + bc + ca=1. Si se demonstreze ca:
1 1 1 ab bc ca
+ +

- S - :
a+b b+c c+a a+b b+c c+a

39. Daca a +b\/5 +c\/§ > \/8 Na® +b% +¢* unde a,b,c sunt laturile unui triunghi, atunci triunghiul este
dreptunghic.
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. . el i g ol de e i
40. Fie neN,n22 si a,a),a;,...,a, € N" astfel incat a/ +aj +...+a> < ——2"_ 1 Aritai ca cel

putin doud dintre aceste numere sunt egale.

1.2 MODULUL UNUI NUMAR REAL

e Fie x un numar real.
x, x20

Modulul numérului real x sau valoarea absoluti a numarului x este: Ix| ~ { :
-x, x<0

o Proprietati ale modulului:

a) |a|20, YaeR b) |a’=0<:>a=0 c) ’—alzla,VaeR
d) |a+b|£’a'+|b], Va,beR e) Ia-b|:|a‘-bl, Va,beR f) %:%, YaeR, VbeR'

h) ]a‘2c<:>a£—c sau a>c 1) \/a_zzlal, VaeR .

g I ISC@—cSaSc

NG

—<0 si

Avem ca %>1, deci 1-\/5
—(1+\/§J— \/§=£+1. Rezulta ca £—1<£+1, adicd a<b.
3 35 e
. S se calculeze:
B [2V2-3- 2|3 1-v2];  b) |(V2-VB) +47-ad +(3442) .
a) Avemci 2\/5—3<O, -2 <0, 1—\/2—<0. Aplicand formula fa[:—a,dacé a < 0, se obtine:

|2\/5—3|—|—«/5[+3-|1—«/5’=3-2J5—J5+ 3(-1442)=3-2V2 -2 -3+32 =0,

5% b) Expresia se scrie astfel: ,/(\/5—-\/5)2 +«/7—4\/§ +,/(3+\/5)2 =

=|«/—2_—\/'3_|+,/(2—\/§)2 +|3+\/§‘=— 2+\/§+‘2—\/-3_‘+3+\/5: \/§+3+2—J§=5.

3. Sa se determine numerele reale care verifica egalititile:
Q) |x=5 b Px-2=0, o [4x-5=3; d) |x-6=-1.

a) Ecuatia ]x| =5 este echivalentd cu x=35 sau x =-5.

b:

e
2

b) I3x—2|=0<:>3x—2:0c>3x:2<:>x:§. ©) |4x-5|=3<4x-5=3 sau 4x-5=-3.

Din 4x-5=3=4x=8= x=2, iardin 4x—5=—3:>4x=2:>x=5.

d) Ecuatia |x—6|=—1 nu are solutii reale doarece |x—6/>0, vxeR, iar -1<0.

4. Saserezolve: a) 3|2x|—7,4=:é-|2x|+1; b) |sx-2/<8, xeZ

a) Notam |2x| =y siecuatia devine: 3y —7,4= % -y+1. inmultim ecuatia cu 5 i obtinem ecuatia:
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15y-37=y+5 care este echivalentd cu ecuatia 14y =42 cu solutia y = 3. Revenind la notatie se

obtine ecuatia |2x‘ =3, echivalentd cu 2x =3 sau 2x = -3. Se obtin solutiile x :% pir= —%.
b) Aplicim proprietatea |a| <c <> —c<a<c. Rezulti succesiv: [5x-2|<8, xeZ o

—8<5x-2<8, xeZ < —6<5x<10, xeZ < —g<x<2, x € Z. Solutia inecuafiei: x e {-1,0,1}.

Si se calculeze \/:1—2_+J(5—a)2 —-3Wa®—6a+9, stiindci a<0.

Expresia se scrie sub forma echivalentd astfel: |a|+|5—a|-3-4/(a - 3)2 =|a|+|5-a|]-3|a-3|.

s DN
g

Deoarece a <0 rezultd cd 5-a>0 si a—3<0, iar |a|=-a, [S-a|=5-aq, la-3|=-a+3. Se

obtine expresia: —a+5-a—-3(~a+3)=a-4.

Exerciti

1. a) Calculati: V6 +1- ;

7,2(8)——571; \‘/T,'z'i—\/l,ﬂy;

b) Verificafi urmatoarele proprietifi:

1

]x.y1=|x|.y|; -j;:’l—;~||,y¢0; |x¢y|_<_|x|+|y’; “x|—|y”s[x—y , pentru perechile de numere
(2.1,~1,4) respectiv (8\/5,4ﬂ) ;
c)Calculati:
‘1—2” + 2"—3’,neN; '_n—n(n—l)ﬂ'"—l‘,neN*; l+1+L+...+ : - 2016|;
| -n-1 : 265 1 2016-2017 2017

r\/11—6\/5—\/6—4\/5+\/9~4\/§i;
d)Exprimati cu ajutorul modulului inegalitatile:
y—l<x<y+%,x,yeR; y—%<x<y+§,x,yeZ; —2<x<6,xeR; a<x<b,a,x,beR.
2. Reprezentai pe axa numerelor reale multimile:
8 A={xeR| [r-[=t}n{xeR] [ -3x+2+[¥ ~2q=0};
b) B={xeR| x+]<t}u{xeR] [2x-1|21};
) C={xeR| [x-1+[x-2=1fn{xeR]| [x-1|+[8-x=7};
d) D={xeR|(x+|x|)(x—|x|)=0}m{xeRlx+|x!=0};

1
a+—|

e) E={xeR1 |x—2|$y,(V)yeRi}m{xeR|
a

2x,(Vae R*} :

3. Gasifi valoarea de adevar a propozitiilor de mai jos:

a) Ecuatia: x* —4|x|+3=0,xe R, are patru solutii reale;

b) Inecuatia: |xl (1+x)<0,xeR , are multimea solutiilor (—0,~1] ;

c) Daca ecuatia: |x + 3| - a|x - 1] =4,xe R, a este parametru real, are mutimea solutiilor intervalul [—3,1] .

atunci g =-1;
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